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BAREM
Clasa a VIII-a

R 72 1p
Daca a = 1, atunci b = 1 si inegalitatea din problema este verificatda ....... 1p
Daci a > 1, atunci din a®(a —1)(a'® +...+a+1) =b3(1 =b)(b*¥ +... +b+1)
rezultd b < 1 gi de aici @ > b (cazul a < 1 se va trata analog) .............. 1p

Din egalitatea precedenta rezulta si

a?la—1) b +...+b41

BA1-b) a®+.. +ta+l 2p
Inegalitatea de demonstrat se scrie echivalent
2014 _ 2013 2010 3(, _
(22013 _ 22014 = 22010 ' 238 _ ;)) 21 2P
Aceasta este echivalenta cu
a®®0B 4 b+ 1) >0 a1 .. 1p

care se obtine prin insumarea unor inegalitati evidente de forma a™0™ > a™b"™
v . . n—m . A
cu n > m, care sunt adevarate fiind echivalente cu (%) > 1 i tinand cont

e @ > b o 2p
D2/ 1 172 1p
Se verificd cu teorema medianei identitatea din (a) ............ .. ... 3p
Din ipoteza rezulta ca fetele tetraedrului sunt triunghiuri congruente, deci este
suficient sa verificim afirmatia pentru una dintre fetele tetraedrului ....... 1p
Vom ardta, de exemplu, cd BAC este ascutit; din teorema cosinusului este su-
ficient s& aratam ci 2AB - AC - cos BAC = AB? + AC? —BC? >0 ........ 2p

Din identitatea lui Euler si congruenta muchiilor opuse in tetraedru rezulta
0 < 4MN? = AB>+CD?*+ AC?+BD*— (BC*+ AD?) = 2(AB?+ AC? - BC?),

(M si N nu pot coincide deoarece M = N ar conduce la coplanaritatea punctelor
A, B,C, D); obtinem concluzia ..........c.oouuiiiiiiiniiiiiiiiii. 3p
Solutie alternativa pentru (b)

Se considera mijlocul M al lui (BC'). Din inegalitatea triunghiului MA+MD >



AD = BC =2MC ..o 2p
Avem insd M A = MD (din congruenta triunghiurilor ABC si DCB) ...... 1p
Se obtine MD > MC .. .. 1p
Rezultd cd M D este strict mai mare decét raza cercului de diametru [BC] din
planul (BCD), astfel ca M este situat In exteriorul acestui cerc, ceea ce conduce

la concluzia ca unghiul BDC este asCutit ... 2p
S FO 1 7 1p
Se verificd prin calcul direct (&) .........oouiiiiiiii 1p
yz zx xy
Avem egalitatile =— =k —m,— =k —n,— = k — p, unde s-a notat cu k
x z
yz zx
valoarea comuna a expresiilor m + =—,n + — —|— T 2p
x

Atunci zyz = (m +n+p) —mnp = %%% =(k-m)k—n)(k—p) ...2p
Rezultd k3 — (m+n+p)k?+(mn+np+pm)k—mnp = (m-+n+p)—mnp, de unde
rezulta, utilizand ipoteza mn+np+pm = 1, cd avem (k?+1)(k—(m+n+p)) = 0,
ceea ce conduce la k = m M D e 2p
Obtinem % =n+ p7 =p-+m, % = m + n, de unde, prin inmultirea doua
cate doud a acestor egalitati si tinand cont de faptul cd printre numerele x,y, z
nu pot fi exact unul sau exact trei negative, rezulta solutiile:

(x =+/(m+n)(p+m), y—\/m—l—n—n—i—p z=+/(n+p)(p+m));

(:c:— (m+n)p+m), y=—/(m+n)(n+p), 2=/ (n+p)(p+m));
(z = (m-l—n)p-i—m,y—\/m—i-n—nﬂhzz_\/m)é
(z=+/(m+n)p+m), y=—/(m+n)(n+p), z=—/(n+p)p+m))

7 i 1p
Notam pentru simplificare BC = a,CA = b,AB = ¢,AD = d,BD =e,CD =
f- Din ipoteza si teorema cosinusului rezulta egalitatile
V+c?—a? B+ fP-d® F4e—d* e+ fP-d?
2bc N 2bf ’ 2ce N 2ef

2p
sau echivalent
FP 4+ —a?)—c(b*+ f2—d?) = 0; f(P+e?—d*)—c(e*+f2—a®) =0 .. 1p
Prin adunarea acestor doua egalitati si factorizare rezulta
(c— f)(a®* +d*+2cf —b* —e?) =0 e 2p

Presupunem ci avem a? + d2 + 2¢cf — b?> — e? = 0; daca M, N, P sunt mijloa-
cele segmentelor (BC), (AD), (AC) din relatia lui Euler obtinem b? + €2 + ¢? +
f? = a® +d? + 4MN?, ceea ce impreuni cu egalitatea anterioara conduce la
MN = 2p
Aceasta conduce la contradictie, pentru ca triunghiul MNP ar fi degenerat
(MP=§,NP= g din linii mijlocii). Rezulta concluziac=f ............. 2p



